
JOURNAL OF APPROXIMATION THEORY 2,97-110 (1969)

Ober Sitze von M. Zamansky und S. B. Steckin und ihre
Umkehrungen auf dem n-dimensionalen Torus

H. JOHNEN

Lehrstuhl Ajiir Mathematik, Technological University ofAachen, Germany

1. EINLEITUNG

Es sei X dner der Raume C(27T) oder LP(27T), 1 < p < 00, der 27T-periodischen
Funktionen einer reellenVariablen, die stetig oder zurp-ten Potenz integrierbar
sind. 1st Ts eine Folge von trigonometrischen Polynomen vom Grade s,
s E in, und! E X, so zeigte Zamansky [17, p. 26], daB aus

folgt
IIT~P)II = O(sP-"'), P> oc.

Steckin [13, p. 236] bewies, daB aus (Ll)

pr) EX, Ilpr) - T~r)1I = O(sr-",), r < IX,

(Ll)

0.2)

(1.3)
folgt.

Ersetzt man in (1.1) und (1.2) r'" durch W(S-l), wobei w(h) ein im Sinne von
[13, p. 219] verallgemeinerter Stetigkeitsmodul ist, dann folgt aus (Ll) und
(1.2), also mit starkeren Voraussetzungen, eine starkere Version des Satzes
von Bernstein

w(r,h,j) < Mw(h).l (1.4)

Wenn wir als Folge trigonometrischer Polynome die Polynome bester
Approximation wahlen, d.h. diejenigen Polynome Ts* s-ten Grades, fUr die
II!- T.*II = EsC!) == inf {II!- Tsll; Ts}, dann besagt der Satz von Jackson in
einer verallgemeinerten Fassung, daB unter der Voraussetzung (1.4)

(1.5)

gilt, wobei die Konstante M r nicht von! abhangt. Damit ist fUr geeignete
! E X die Bedingung (1.1) erfUllt.

Es entsteht nun die Frage, ob es moglich ist, nicht nur von (1.1), wie eS

Bernstein im Falle der besten Approximation getan hat, sondern auch von

1 Hierbei ist wie ublich

w(r,h,f)= sup IIAUII,AU(x) = ±(-1)H(~)f(X+lt)
O<!tj",h 1=0
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(1.2) auf(1.4) zu schlieBen. Wieder im FaIle der besten Approximation konnten
Butzer und Pawelke [4] (im Raume L2(21T» und Sunouchi [14, 15] (im Raume
C (21T), Lp (21T), I,;;;,. p < 00) dieses Problem IOsen. Sie zeigten, daB (1.1) aus
(1.2) folgt. Damit folgt aber nach dem oben Bemerkten auch w(r,h,f),;;;,. MhOl,
und wir erhalten, daB die Aussagen (1.1), (1.2) und (1.4) fUr Ts* iiquivalent sind.

Die Autoren von [6] zeigen, daB diese drei Aussagen auBerdem zu (1.3) fUr
Ts* iiquivalent sind. Gleichzeitig werden dort diese Aussagen ausfUhrIich
diskutiert und die Ergebnisse auf Banachriiume und intermediiire Riiume
tibertragen. Ihr Vorgehen liiBt sich folgendermaBen beschreiben. Es sei X ein
Banachraum und {Ps}se91 eine Folge von Unterriiumen mit der Eigenschaft
Po = {O} 2 und Ps c Ps+I fUr aIle s Em. Wir definieren zu f EX Es(f) ==
inf {lif-TII; TEPs} und fordern von der Folge {P.}se91 weiterhin, daB zu
jedem S Em undf E X ein Ts*(f) existiert, so daB

Es(f) = Ilf- Ts*(f)11
und lim...,oo Elf) = O.

Gibt es zwei stetig in X eingebettete Banachunterriiume Xi> (i = 1,2), so daB
fUr jedes s Em Ps CXi> und bestehen fUr diese Riiume die Ungleichungen

Es(f),;;;,. Ais-olllfllxi' f E Xl> (i = 1,2) (1.6)

IITllxl';;;" BlsolllTII, T E P., (i = 1,2) (1.7)

wobei Ai> Bl> al positive Konstanten sind, dann gilt

SATZ 1.1. 1st al < IX < a2, so sindfolgende Aussagen iiquivalent:

(a) E.(f) = O(s-"');

(b) fE XI und Ilf-Ts*(f)llxl = O(SOI-Ol);

(c) IIT'*(f)llx2 = 0(S02-0l);

(d) K(t,f; X, X2) = 0(tOl/02), t -+ 0.3

Der Beweis dieses Satzes folgt im wesentlichen aus den Ungleichungen (1.6)
und (1.7), die Verallgemeinerungen der Jackson-Ungleichung (1.5) bzw. der
Bernstein-Ungleichung fUr Ableitungen von Polynomen sind.

Ziel dieser Arbeit ist es einmal, "ein-dimensionale" Aussagen von Zamansky
und Steckin fUr Polynome bester Approximation auf dem n-dimensionalen
Torus zu beweisen und sie in Zusammenhang mit den schon bekannten
n-dimensionalen Versionen der Siitze von Jackson und Bernstein zu bringen.
Die dabei verwandte Methode kann man als ein-parametrig bezeichnen.
Zum anderen sollen Aussagen fUr den Fall, daB der Index s der Unterriiume Ps

2 Die Voraussetzung Po = {O} ist beweistechnisch bedingt und kann entfallen.
3 Definition und Eigenschaften von K(f,f; X, X2) findet man z.B. in [31.
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einem Produktraum angeh6rt, gewonnen werden. Das Vorgehen ist hier
mehrdimensional, und dies wird sich auch in der Wahl der Ungleichungen
vom Typ (1.6) und (1.7) ausdrUcken. Wir erhalten so eine Verallgemeinerung
der von Butzer und Scherer in [6], [7] erzielten Ergebnisse.

2. STETIGKEITSMODULE UND UNGLEICHUNGEN VON BERNSTEIN

UND JACKSON

1m folgenden Abschnitt sei X immer einer der Raume C(27T) oder LP{27T),
1 <p < 00, der auf dem n-dimensionalen Torus stetigen oder zur p-ten Potenz
integrierbaren Funktionen mit der Ublichen Norm. lstf EX, dann definieren
wir fUr t E 9{1 und e E 9{n

FUr h;;;. 0 sei

[Llr"(e)f](x) = I~ (-1).-1 (~)f(X+ lte).

weer, h,f) = sup IILlr"(e)fll.
O<ltl<;h

(2.1)

(2.2)

1st a i der Einheitsvektor in Richtung der Koordinatenasche Xl> so schreibt man

Fernersei
Wier, h,f) = Wal (r, h,f).

w(r, h,f) = sup wk, h,f),
lIell=1

(2.3)

(2.4)

wobei fUr e = (el> ..., en) E 9{n Ilell = maxl<;l<;nled.
Wir nennen Lit" (e)1 die rote Differenz und we(r,h,f) den r~ten Stetigkeits

modul vonfin Richtung e, wt(r,h,f) den r-ten partiellen Stetigkeitsmodul von
fin Richtung XI und w(r,h,f) den r-ten spharischen Stetigkeitsmodul. Fur
r = 0 setzen wir weCr,h,f) = 11/11.

Wie im eindimensionalen Fall gilt fUr jedes e E Rn

weCr,h,f) < 2"11/11, (2.5)

we(r,s'h,f)=s"weCr,h,f), s Em,
weCr, A' h,f) < (1 + A)" weer, h,f), ,\ > o. (2.6)

Entsprechende Eigenschaften besitzt auch der spharische Stetigkeitsmodul.
Wenn wir von Ableitungen einesf E X sprechen, dann verstehen wir darunter

im folgenden immer distributionentheoretische Ableitungen. 4 In diesem
Sinne gilt

4 Interessante Zusammenhiinge zwischen punktweisen Ableitungen, distributionen
theoretischer Ableitungen und Normableitungen sind z.B. in [8] zu tinden.
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LEMMA 2.1 Existiert die r-te Richtungsableitung orfloervon f E X in Richtung
emit (orfloer) EX, dann ist

r ( orf)weCr +q, h,f) <, h We q, h, oer . (2.7)

Der Beweis verHiuft genau wie im eindimensionalen Fall. Wie iiblich
bezeichne

1st

dann sei

of of
ax! = oaf' i= 1, .. .,n.

Olk1f
Dkf= o~t a kn' (2.8)

l"'" Xn

wobei Ikl = .L:1=l kno Falls fUr f E X und aIle k E 91n mit Ikl = r Dkf EX, dann
existiert die r-te Richtungsableitung vonfin Richtung e = (el> ..., en) und es
gilt

orf_ "" r! kt kn Dkf
oer- L k!el ... en .

Ikl=r

Hierbei ist wie ublich k! = ID= 1k!!. Mit Hilfe dieser Dberlegungen
sofort

(2.9)

folgt

LEMMA 2.2. Existieren aile Dkf, Ikl = r, und ist mitfE X auchjedes DkfE X,
dann gilt

w(r,h,f) <, hr L ;; IIDkfll.
Ik!=r •

(2.10)

Wir wollen uns nun der Bernstein-Ungleichung fUr trigonometrische Polynome
m-ten Grades und dem Satz von Jackson uber beste Approximation durch
trigonometrische Polynome zuwenden. Wir geben

DEFINITION 2. 1. Esseigl(t) = cos t,g2(t) = sin tundm' = (m/, ...,mn') E91n
•

Eine Funktion h(x) = h(Xl'.'" xn) = II7=1 gil(mt' x,), i l = 1,2, heiBtein trigono
metrisches Monom vom Grade m'. 1st m Em, so heiBt jede Funktion, die
durch Linearkombination von Monomen vom Grade m' <, m 5 entsteht, ein
trigonometrisches Polynom vom Grade m. Wir bezeichnen ein solches
Polynom mit Tm•

Da ein trigonometrisches Polynom m-ten Grades, m = (ml> ..., mn), injeder

5 Sind x, y E mn, so sei x .;;; y genau dann, wenn XI .;;; YI fUr alle i = 1, ..., n.
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Veranderlichen Xi ein Polynom mrten Grades ist, folgt aus der ein~

dimensionalen Bernstein-Ungleichung

LEMMA 2.3. (Bernstein-Ungleichung): Fur jedes trigonometrische Polynom
Tm vom Grade m gilt

IIDk Tmll < (;a m~i) \lTmll,

2: ~: IIDk Tmll < ImjrllTmll.
!kl=r

1st Pm = {Tm·; m' < m}, so definiert man zujedemfE X

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Gleichfalls mit ein-dimensionalen Methoden beweist man die Aussage des
Satzes von Jackson, die wir im folgenden Lemma die Jackson-Ungleichung
nennen wollen. Es Iautet

LEMMA 2.4. (Jackson-Ungleichung). 1st k = (kj, ..., k n) Einn, dann gibt es
eine Konstante M(kj, ..., kn), so daft fur aile f E X, m = (mj, ..., mn) E mn

n

Em(f) < M(k1,· .., kn) L wiCk"~ (m, + 1)-1 ,f). (2.14)
t=l

Ein Beweis dieser Ungleichung ist z.B. in [16, p. 273] zu finden.

3. EIN-PARAMETRIGE ApPROXIMATION AUF DEM n-DIMENSIONALEN TORUS

Um die in [6] entwickelte Theorie anwenden zu konnen, teilen wir die Menge
der trigonometrischen Polynome in eine Schar von Unearen Raumen ein, die
nur noch von einem Parameter abhangen. Wir benotigen hierzu folgende
Definitionen.

DEFINITION 3.1. Eine Funktion 4>:mn -79{1 heiBt eine Gradfunktion, falls
es eine Konstante L > 0 gibt, so daB

(3.1)

flir alle m Emn
• Hierbei sei Ilmil = maxI", t",nl m.!- Die Zahl4>(m) nennen wir

den 4>.Grad von m.

DEFINITION 3.2. Ein trigonometrisches Monom vom Grade m heiBt vom
4>-Grade s, falls 4>(m) = s. 1st s E 4>(mn

), so heiBt jede Funktion, die aus
einer Linearkombination von trigonometrischen Monomen besteht, deren
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eP-Grad < s ist, ein trigonometrisches Polynom vom eP-Grade s. Ein solches
Polynom bezeichnen wir mit Ts•

Bezeichnen wir mit Ps die Menge der trigonometrishcen Polynome vom
eP-Grade s, dann ist Ps cPs" wenn s < s'. Es sei nun

Elf) = inf {Ilf- Tsll; Ts EPs}. (3.2)

Da Ps ein endlich-dimensionaler Raum ist, gibt es zu jedemfEX ein Ts*(f)
mit

Es(f) = /If- Ts*(f)II,
und aus (3.1) und (2.14) folgt fUr jedesfE X

lim Elf) = o.
s....co

LEMMA 3.1. 1st f E X, dann gibt es eine Konstante An die nur von r abhiingt,
so daft

Es(f) < Ar w(r, (s + I )-1 ,f). (3.3)

(3.4)

Beweis. 1st SEeP(m,n), so wahle man m=([L-Is], ..., [L- Is]).6 Mit den
Bezeichungen von (2.12) haben wir

< M(r)n-w(r,(limil + 1)-1,1).

Nach (2.6) und der Definition von m folgt

Em(f) < M(r)'n'w(r,Ls-I,f)

< M(r) (I +L(I + s-I)yw(r,(s + 1)-1,1).

Nach (2.1) gilt aber fUr aIle m' < m eP(m') < Lllm'lI < Lllmll < s, da IImll < L -I s.
DeshaIbistPm cPs unddamitE.(f) < Em(f).

Bezeichnen wir mit x(r) den Raum aller f E X, fUr die DkfE X fUr aile
k E m,n mit lkl = r, so wird x(r) unter der Norm

"" r'/Ifll(r) = IIfll + L. k; IIDkf11
Ikl~r

zu einem Banachraum.

LEMMA 3.2. IstfE x(r), danngibt es eine Konstante An so daft

E.(f) < Ars-rllfll(r), (3.5)

undeine Konstante Bn so daftfur aUe Ts E P., s =f: 0,

IITsll(r) < Brsr IITsli. (3.6)

6 1st a > 0, so sei [a] = max {I E 9l; I « a}.
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Beweis. (3.5) folgt unmittelbar aus (3.3) mit (3.4) und (2.10). Es bleibt also
nur (3.6) zu beweisen.

Unter der Menge aIler m' Em" mit 4>(m') < sgibt es ein m, fUr das Iml
maximal ist. Deshalb folgt fUr ein beliebiges T. E p. nach (2.12) und (3.1)

L ;~ IIDk T.II < Iml' IIT.II < n'llmll'IIT~11 < (L'n)' s'IIT.II.
Ikl~'

Daraus folgt mit (3.4) die Behauptung.

Wir stellen nun an 4> die zusatzliche Forderung:

ist a EW,m Em" mit a'm Em", so sei 4>(a'm) = a4>(m). (3.7)

Damit folgt nun

SATZ 3.3. Genugt 4> den Bedingungen (3.1) und (3.7) und ist s E 4>(91"), dann
sindfur 0( > 0folgende Aussagen iiquivalent:

(a) E.(f) = O(s-rx);

(b) IE X(,), r < Ct, IIf- T.*(f)II(,) = O(s,-rx);

(c) IIT.*(f)\I(p) = O(sp-rx), p> Ct;
(d) K(t,f; X, X(P» = O(trx/P),p > Ct;

(e) w(p, t,f) = O(tCY.),p > IX.

Beweis. Die Xquivalenz der Aussagen (a)-(d) ergibt sich aus Satz 1.1.
Nach(3.3) folgt (a) aus (e). ZerlegtmanfE Xinf = f, +f2,mitfl E X,f2 E X(P),
dann gilt

w(p, t,f) < w(p, t,f,) + w(p, t,/2)

< 2P\\f,11 + tP L ~~ IIDkf2\\
Ikl=p

< 2POlf,11 + tPllf2Ikp»'
Deshalb ist nach der Definition von K(tP,f; X, X(P» w(p, t,f) < 2PK(tP,!;
X, X(P}), und (e) folgt aus (d).

Bemerkung. Satz 3.3.liiBt sich mit einigen Modifikationen des Beweises auch
ohne die Bedingung (3.7) zeigen.

Die Bedingungen (3.1) und (3.7) werden von den Funktionen 4>p(m) =

(L7~, miP)l/P, 0 < p < 00 erfUIlt, insbesondere nattirlich von der Funktion
4>oo(m) = llmll. Eine groBe Klasse von Funktionen des verlangten Typs erhiilt
man auffolgende Weise (siehe auch [12]):

Es sei 5l eine kompakte Menge des 9l", die den Nullpunkt als innerenPunkt
enthiilt und fUr die mit 0 < a < 1 und x E 5l folgt ax E R Wir definieren

ep9;(m) = inf {d> 0; m Ed oR}.
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>lp = {x; C~ IxdPrIP < 1},
erhalten wir ePStp (m) = ePim).

O<p<oo,

4. MEHRPARAMETRIGE ApPROXIMATION

Wir mochten nun Satz 1.1. in einer anderen Richtung verallgemeinern.
Es sei X ein Banachraum mit stetig eingebetteten Banachunterraumen

X(l), ..., x<n). Wir betrachten den Iinearen Raum
n

Xo = n X(i),
i=1

der unter der Norm
11/110 = max 11/11x<il

l:S:;;i~n

ebenfalls ein stetig in X eingebetteter Banachunterraum ist. Fur jedes f E X
definieren wir das Funktional

K(th ••• , tn;!; X, Xo) = inf {IiJiIi + i~ ti llf2I1X<il;fl E X,f2 E XoJ=fl +f2} •

(4.1)

Wir fordern, daB zu jedem m E 91nein linearer Unterraum Pm C Xoexistiert mit
den Eigenschaften:

(i) Pm cPm" falls m < m';
(ii) Pm = {O}, falls ein mi = 0; 7

(iii) Zu jedemlEX existiert ein Tm*(f) E Pm mit
11/- Tm*(f)1I = Em(f) == inf{lIf- Tml/;TmEPmj ;

(iv) Iimm->oo Em(f) = 0 flir jedesfEX. 8

Ferner sollen positive Konstanten A, al> ••• , an existieren, so daB ffir allel E Xo

n
Em(f) < A 2: miaill/llx(/),

i=1

und eine positive Konstante B mit
n

2: mIUiIITmllx(i) < BIITmll·
i=1

(4.2)

(4.3)

Wir bezeichnen (4.2) wieder als Jackson- (4.3) als Bernstein-Ungleichung.

7 Diese Forderung ist technischer Natur.
8 limm->ooOm = 00 genau dann, wenn es zu jedem E > 0 ein N(E) gibt, so daB fUr aIle m E 91"

mit ml ~ N(E), i = 1, ..., n, 10m - 001 < E.
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Raben wir ein zweites n-Tupel von stetig in X eingebetteten Banachunter-

"raumen yen, ..., Y("\ mit Pm c: Yo = n y(i) filr aIle mE 91", und gilt hierfiir
i='

"Em(J) .;;; C L miP'jI/IIY(i),
i~1

(4.2')

dann gilt der

"L miP'IITmlly(i)';;; Di!Tmll,
i~'

(4.3')

SATZ 4.1. 1st Gi < lXi < Pi> i = 1, ... , n, so sind folgende Aussagen iiquivalent:

(a) Es existiert eine Konstante MI> so dajJ fur aile mE 91" mit mi =f. 0,
i= 1, ..., n,

"Em(J).;;; M, L mjr¥.J;
j=l

(b) IE XO, und es existiert eine Konstante M 2, so dafi fur aile m E ill" mit
mi =f. 0, i = 1, ..., n,

" "L mia/III- Tm*(J)llx(i) .;;; Mz L mjr¥.J;
i~1 j~'

(c) es existiert eine Konstante M 3, SO dajJ filr aile m E 91" mit mi =f. 0,
i = 1, ... , n,

n n

L miPtllTm*(J)IIY(i)';;; M 3 L mjr¥.J;
i=1 j~l

Beweis. Wir zeigen erst, daB (b) aus (a) folgt. Dazu definieren wir a' =

(all, ... , ani), al > 1, und moal = (ml ai" ..., m"a,,'). Wahlen wir die aj so, daB
(a'Na,?) < 1, dann folgt aus (4.3) unter Anwendung von (a)

00

L IIT:oa,+ I (J) - T~oal(J)llx(i)
1=0

00

.;;; 2Bafimi' L afi' Emoa1(1)
,~o
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Wir konnen also eine Konstante M 2 finden, so daB
00 n

2 IIT:oal+1(f) - T~oalf)llxm < M 2 n- I mrl 2 mjIXJ< co.
1-0 ~I

Da X(i) ein Banachraum ist, konvergiert

und da Xli) stetig in X eingebettet ist, haben wir

Deshalb istf E Xli) und wegen der Dreiecksungleichung fUr die Norm
n

miailif- Tm*(f)lIx(l) ~ n- I M2 2 mjIXJ.
j-I

Da das gewiihlte i beliebig war, folgt Aussage (b).
Um (c) aus (b) zu beweisen, definieren wir fiir beliebiges a = (at. .•., an) mit

aj> l,j = 1 ..., n, moa-I = ([ml all], ..., [mna;I]). Dann haben wir

10 * *
= 2 (Tmoa-lf) - Tmoa-(l+llf»,

I~O

wobei 10 die groBte ganze Zahl ist, so daBPmoa-,o i' {O}. Mit (4.3') erhalten wir
10

I[Tm*(f)llym ~ D 2 [mi ail]PIIIT~oa-lf) - T:oa-u+tlf)1I
1-0

10-1

~ 2D 2 [mi ail]pl Emoa-u+o(f) + 2Dllfll·
1-0

Beriicksichtigt man, daB Emoa-,(f) = Emoa-lf- T~oa-'(f», so erhiilt man mit
(4.2)

10-1 n

IITm*(f)lly(l) ~ 2DA 2 [mi ail]PI 2 [mjaj(I+1)]-aJI[f - T~oa-u+o(f)IIX(l)
I~O j~1

+2Dllfll.
Nach (b) folgt dann

10-1 n

IITm*(f)lly(i) ~ 2DAM2 2 [mi ail]p,l .2 [mj aJ,(l+1)]-IXJ + 2DlIfil
I~O J-I
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Wahlen wir die aj so, daB (a~ilajJ) > 1, dann gibt es eine Konstante M 3 mit

"IITm*(f)llyw < m~in-1 M 3 2: mjiXJ•
j=1

Da i beliebig war, folgt die Aussage (c).
Nun schlieBen wir von (c) auf (a) zurtick. Wir setzen al = (2', ...,2') und

beachten, daB

Emoal(f) < Emoal+l(f) + Emoal(T~oa!+I(f).

Dann lauft der Beweis wie im eindimensionalen Fall.
Zum Beweis der Xquivalenz der Aussagen (a) und (d) beachten wir, daB

fUr eine beliebige Zerlegung f = fl +f2 mit fl E X, f2 E Yo nach (4.2')

n

EmU) < EmUI) + Em(f2) < \lfIi\ +c 2: mI Pt llf2\!Yw.
1=1

Deshalb folgt
Em(f) < C' K(mlPt, ...,m;;Pn;f; X, Yo),

und (d) impliziert (a). Wahlen wir aber andererseits die Zerlegung f =

(f-Tm*(f» + Tm*(f), so gilt wegen (a) und (c)

n

K(mlP1 , ''', m;;Pn;f; X, Yo) < Ilf - Tm*(f)11 + 2: mlPillTm*(f)llyUJ
1=1

n
< C ft 2: m-C<i.

1=1

Wegen der Monotonievon K(t!> ..., tn;f; X, Yo) folgt daher (d) aus (a).

Bemerkung. 9 Es sei G(t!> ..., tn) eine auf X operierende Halbgruppe mit
G(t!> ..., tn) = ID=I GtCtl) und GlUt) eine Halbgruppe der Klasse ~o mit dem
infinitesimalen Erzeuger Ai> i = 1, ..., n. ErfUIlen diese Halbgruppen die
Bedingung Gt(tt) Gitj ) = Git j ) GI(t Z) fUr aIle i, j und setzt man XCI) = Xlrl)

wobei XC'l) der Raum D(A~i) unter der Norm Ilflkn) = max (1IfIi, IIA~tflJ) ist,
dann laBt sich das durch XCfl ..... fn) = nf~1 XCri) definierte Funktional
K(t l , ••• , tn ;!) durch

n

K(t t 'f' X XCrI, ... ,fn»<:M" K.(t,·f· X XCrI, ... ,rn»1, ~ •• , n' , , -.:::::: L-, 1 l' , ,

j=1

abschatzen. 10 Hierbei ist

Kl(tt,f) = K(O, ... ,0, tl, 0, ..., O;f).

9 Definitionen siehe [3].
10 Siehe [11].
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n

2: Ki(ti,f) < nK(t) , .•., tn;!).
i=)

Zur Anwendung von Satz 4.1 auf den n-dimensionalen Torus betrachten wir
den Raum X, der nun wieder wie in Abschnitt 2 definiert sei. Xci) = x(ril sei
der Teilraum der f E X, fUr die or/flox? = D?f E X. Wir normieren x(r/) durch

lifll(r/) = max Olfll, 111Y;/flD
und machen es so zu einem stetig in X eingebetteten Banachraum. Es sei

n
x(rt. . , ., rn) = n x(r/)

i=1

(4.4)

und Pm der Raum aller trigonometrischen Polynome vom Grade m. Die
wichtigen Bedingungen (i), (iii) und (iv) sind fUr Pm erfullt und wir haben nach
(2.14), (2.7) und (4.4) fur jedesf E X(n, ... , rn)

(4.5)

Nach (2.11) haben wir fUr aIle m E mn, fUr die mi :;6 0, i = I, ... , n, die Un
gleichung

n

2: mjriIITmll(ri) < 2nllTmll,
i=1

d.h. die notwendigen Voraussetzungen zu Satz 4.1 sind erfUIlt, und es gilt

SATZ 4.2. 1st ri < <Xi < Pi' dann sind folgende Aussagen aquivalent:

n

(a) Em(f) < M) 2: mjIXJ filr alle m Emmit m/:;6 0, i = I, ..., n;
j=1

n n
(b) f E x(rlo" '. rn) und 2: mj'JIID'/(f- Tm*(f» Ii < M2 2: mjIXJ filr

j~1 j=1

alle m E in mit mi :;6 0, i = 1, ... , n;
n n

(c) 2: mjPJIID!jTm*(f)I/<M3 2: mjIXJ filr alle mE91 mit m,:;60,
j=1 i~)

i = 1, ..., n;

n
(d) K{t), ..., tn;!; X, X(PI ..... Pi) < M4 2: tJi/PJ;

j~)

n n

(e) 2: wipj, tj,f) < M s 2: t'F·
j=1 j=1
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Wir brauchen nur noch die Xquivalenz der ersten vier Aussagen mit (e)
nachzuweisen. Zunachst folgt (a) aus (e) nach (2.14). Fur eine beliebige
Zerlegungf= j; +f2 mitfJ E X,f2 E X(pt •.... pn) gilt nach (2.2) und (2.1)

.. .. ..
L wlpj, tj,f) < L wlpj, tj,fl) + L Wipj, t j,[2)
j~i J~i j~i

.. ..

< L 2PJllfili + L t~Jllf2IkpJ)'
j~l j~l

Letztere Ungleichung gilt nach (2.5) und (2.7) .Daraus folgt aber

~ w;(Pj, tj,f) < (~ 2PJ). K(tPil , ..., t~";f; X, X(PIo, ... Pn»).
J=i j=i

Mit Satz4.2. und Satz 3.3. haben wir eine Ubertragung der Satzevon Zamansky
und Steckin mit ihren Umkehrungen aufden n-dimensionalenTorus gefunden.
Und zwar entspricht die Richtung von (a) nach (b) dem Satz von Steckin, die
Richtung von (a) nach (c) ist eine mehr-dimensionale Version des Satzf'lS von
Zamansky. Die Richtung von (a) nach (e) entspricht der Aussage des Satzes
von Bernstein. Beim Beweis, daB Aussage (a) aus (e) foIgt, benutzten wir
die Aussage des Satzes von Jackson fast in voller Scharfe wie sie durch
(2.14)gegeben ist. Jedoch HiBt sich (wie in [11] gezeigt) flir K(tb ... t,,;f) eine
Abschatzung der Form

..
K(tPt tPn'f' X X(Plo .. ,. Pn» c:. " w.(p. t f)1 , • • -, n' , , -=:: L ~ J' h

1~1

beweisen, so daB man (a) uber (d) aus (e) schlieBen kann, d.h. wir brauchen
die Jackson-Ungleichung nur in der Gestalt (4.5).

Setzen wir in Satz 4.2. IXI = IX, rl = r, PI = p, so kann man die Aussagen
dieses Satzes mit denen des Satzes 3.3. vergleichen. Wie man leicht sieht, sind
die Aussagen (a) beider Satze gleich, wenn man in Satz 3.3 ¢(m) = Ilmil wahlt.
Dann sind aber auch die Aussagen (e) aquivalent. Ferner ist noch zu bemerken,
daB durch Aussage (e) in Satz 3.3 die Definition der Raume H~rx) von Nikolski!
[10], dutch die Aussage (e) in Satz 4.2 diejenige der bekannten Raume
B~~~" .. C<n) von Besov [2] gegeben ist. Interpolation zwischen X und dem
Sobolev Raum x(r) im Sinne der Interpolationsmethode (Peetre, Lions
Peetre) entspricht der Einftihrung der sogenannten "fraktionierten Sobolev
Raume". Interpoliert man mit Hilfe der Funktionale KI(t,f) zwischen X und
X lrt ••..• rn\ so erhalt man die Besov-Raume B~~J' ... ''''n). In beiden Fallen kann
man flir diese intermediaren Raume analoge Sfitze vom obigen Typ erhalten.

Diese Arbeit wurde im Rahmen eines yom Landesamt fUr Forschung des Landes
Nordrhein-Westfalen gefOrderten Forschungsvorhabens angefertigt. Der Verfasser dankt
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dem Landesamt fUr die Erlaubnis, sie in dieser Zeitschrift zu veroffentlichen. Ferner weiB
er sich Herrn Prof. P. L. Butzer fUr viele helfende Ratschliige und Herrn Dipl.-Math. K.
Scherer flir die kritische Durchsicht des Manuskriptes verpflichtet. 11
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