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1. EINLEITUNG

Es sei X einer der Rdume C(27) oder L,(27), 1 < p < 0, der 2w-periodischen
Funktionen einer reellen Variablen, die stetig oder zur p-ten Potenz integrierbar
sind. Ist T eine Folge von trigonometrischen Polynomen vom Grade s,
s €M, und f e X, so zeigte Zamansky [17, p. 26}, daB aus

If =Tl = O(s™) (L1
folgt
IT®) = 0", p>e (1.2)
Stetkin [13, p. 236] bewies, daB aus (1.1)
fPeX, [fO-TP=0("", r<aq, (1.3)
folgt.

Ersetzt manin (1.1) und (1.2) s~* durch w(s~?!), wobei w(k) ein im Sinne von
{13, p. 219] verallgemeinerter Stetigkeitsmodul ist, dann folgt aus (1.1) und
(1.2), also mit stirkeren Voraussetzungen, eine stiirkere Version des Satzes
von Bernstein

w(r, h,f) < Mw(h).! (1.4

Wenn wir als Folge trigonometrischer Polynome die Polynome bester
Approximation wihlen, d.h. diejenigen Polynome T.* s-ten Grades, fiir die
If= T =E{f) = inf {||f — T4l; T}, dann besagt der Satz von Jackson in
einer verallgemeinerien Fassung, daB unter der Voraussetzung (1.4)

E(f) <M, Mo(s™) (1.5

gilt, wobei die Konstante M, nicht von f abhingt. Damit ist fiir geeignete
f e Xdie Bedingung (1.1) erfiillt.

Es entsteht nun die Frage, ob es moglich ist, nicht nur von (1.1}, wie es
Bernstein im Falle der besten Approximation getan hat, sondern auch von

1 Hierbei ist wie Giblich
W)= sup 40A1, 40 f)= 3 O () )
0<|ti<h =90
7 97
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(1.2) auf (1.4) zu schlieBen. Wieder im Falle der besten Approximation konnten
Butzer und Pawelke [4] (im Raume L,(27)) und Sunouchi [/4, 15] (im Raume
C(2m), L,(27), 1 < p < w) dieses Problem 13sen. Sie zeigten, daB (1.1) aus
(1.2) folgt. Damit folgt aber nach dem oben Bemerkten auch w(r, b, f) < MA®,
und wir erhalten, daB die Aussagen (1.1), (1.2) und (1.4) fiir T,* iquivalent sind.

Die Autoren von [6] zeigen, daB diese drei Aussagen auBerdem zu (1.3) fiir
T,* dquivalent sind. Gleichzeitig werden dort diese Aussagen ausfiihrlich
diskutiert und die Ergebnisse auf Banachriume und intermediire Riume
iibertragen. Ihr Vorgehen 4Bt sich folgendermaBen beschreiben. Es sei X ein
Banachraum und {P},.n eine Folge von Unterrdumen mit der Eigenschaft
Py={0}2 und P,< P, fiir alle s eN. Wir definieren zu fe X E(f) =
inf {||f—T||; T € P;} und fordern von der Folge {P,},.n weiterhin, daB zu
jedem s € M und f € X ein T*(f) existiert, so daB

Es(f) = ”f_ Ts*(f)“

und limg ., E(f) =0.
Gibt es zwei stetig in X eingebettete Banachunterriume Xj, (i = 1,2), so daB

fiir jedes s e M P, < X;, und bestehen fiir diese Rdume die Ungleichungen

Es(f) < Ais_ai”f”Xis fE Xi: (l = 132) (1'6)
”T“Xz < Blsai”T”a T EPss (l = 132) (1'7)

wobei 4;, B;, o, positive Konstanten sind, dann gilt

Satz 1.1. Ist 6, < o < 03, S0 sind folgende Aussagen dquivalent:

(@) E()=0("");

(b) f€ X, und || f~T*(f)llx, = O(°);
© ITH*()lx, = O(™*7);

(d) K(t.f; X, X)) = 0@t*°?),  t—0.3

Der Beweis dieses Satzes folgt im wesentlichen aus den Ungleichungen (1.6)
und (1.7), die Verallgemeinerungen der Jackson-Ungleichung (1.5) bzw. der
Bernstein-Ungleichung fiir Ableitungen von Polynomen sind.

Ziel dieser Arbeit ist es einmal, “ein-dimensionale” Aussagen von Zamansky
und Stedkin fiir Polynome bester Approximation auf dem rn-dimensionalen
Torus zu beweisen und sie in Zusammenhang mit den schon bekannten
n-dimensionalen Versionen der Sétze von Jackson und Bernstein zu bringen,
Die dabei verwandte Methode kann man als ein-parametrig bezeichnen.
Zum anderen sollen Aussagen fiir den Fall, daB der Index s der Unterrdume P,

2 Die Voraussetzung P, = {0} ist beweistechnisch bedingt und kann entfallen.
3 Definition und Eigenschaften von K(z,f; X, X>) findet man z.B. in [3].
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einem Produktraum angehort, gewonnen werden. Das Vorgehen ist hier
mehrdimensional, und dies wird sich auch in der Wahl der Ungleichungen
vom Typ (1.6) und (1.7) ausdriicken. Wir erhalten so eine Verallgemeinerung
der von Butzer und Scherer in [6], [7] erzielten Ergebnisse.

2. STETIGKEITSMODULE UND UNGLEICHUNGEN VON BERNSTEIN
UND JACKSON

Im folgenden Abschnitt sei X immer einer der Rdume C{(2+) oder L,(27),
1 < p < w, der auf dem n-dimensionalen Torus stetigen oder zur p-ten Potenz
integrierbaren Funktionen mit der iiblichen Norm. Ist f € X, dann definieren
wir fir e R und e e R"

(rO1 = 5 0 (s + e eR)
Fiir 2> 0 sei
wlr,h,f)= sup [47(e)f]. 2.2)
O<|ti<h
Ist o' der Einheitsvektor in Richtung der K oordinatenasche x;, so schreibt man
wt, 1 f) = we (r,h.f). 2.3)
Ferner sei
w(r,h.f) = sup w/r,hf), 2.4
lel=1

wobei fiire = (ey, ..., e,) € R" |le|| = max,; ¢;<aleil-

Wir nennen 4," (e)f die r-te Differenz und w.(r, s, f) den r-ten Stetigkeits-
modul von fin Richtung e, w,(r, h,f) den r-ten partiellen Stetigkeitsmodul von
f in Richtung x; und w(r,hf) den r-ten sphirischen Stetigkeitsmodul. Fiir
r =0 setzen wir w (r,h,f) = | f].

Wie im eindimensionalen Fall gilt fiir jedes e € B

wdr, <271, 2.5
we(r,s-h,f) = Srwe(ra h:f)a S € ER;
w b)) <1+ A wlr,h,f), A>0, (2.6)

Entsprechende Eigenschaften besitzt auch der sphirische Stetigkeitsmodul.

‘Wenn wir von Ableitungen eines f € X sprechen, dann verstehen wir darunter
im foigenden immer distributionentheoretische Ableitungen.? In diesem
Sinne gilt

4 Interessante Zusammenhinge zwischen punktweisen Ableitungen, distributionen-
theoretischer Ableitungen und Normableitungen sind z.B. in [8] zu finden.
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LeMMA 2.1 Existiert die r-te Richtungsableitung o' f|0e" von f € X in Richtung
e mit (0" f|0e") € X, dann ist

wdr+anf) <o, (ah ). @7
Der Beweis verlduft genau wie im eindimensionalen Fall. Wie iiblich
bezeichne
of _of .
a_xi—é?’ l-—l,..,l’l.
Ist n
k=(ky,... . k) eI, ER"-_—HE)'{’
i=1
dann sei

Al F
L L A—
by oxk, ..., oxk’ 28

wobei |k| = D27, k,. Fallsfiir f'€ X und alle k € W mit |k| =r D*f€e X, dann
existiert die r-te Richtungsableitung von fin Richtung e =(e,, ..., €,) und es
gilt

o r!

o~ IMZ Dot Dt 29)
Hierbei ist wie iiblich k!=T[%,k,!. Mit Hilfe dieser Uberlegungen folgt
sofort

LeMMA 2.2. Existieren alle D*f, |k| = r, und ist mit f € X auch jedes D*f € X,
dann gilt

r!
wrhf) <l D SIDH. (2.10)
fkl=r """
Wir wollen uns nun der Bernstein-Ungleichung fiir trigonometrische Polynome
m-ten Grades und dem Satz von Jackson iiber beste Approximation durch
trigonometrische Polynome zuwenden. Wir geben

DEerINITION 2.1. Es sei g, (¢) = cos £, g,(¢) = sin tund m’ = (m,’, ..., m,’) e N".
Eine Funktion h(x) = h(xy, ..., x,) = TTi-1 &,(mi’ x1), i; = 1,2, heiBtein trigono-
metrisches Monom vom Grade m'. Ist m e R, so heiBit jede Funktion, die
durch Linearkombination von Monomen vom Grade m’ < m® entsteht, ein
trigonometrisches Polynom vom Grade m. Wir bezeichnen ein solches
Polynom mit 7,,.

Da ein trigonometrisches Polynom m-ten Grades, m = (my, ..., m,), in jeder

5 Sind x, y € R", so sei x < y genau dann, wenn x; < y; firallei=1, ..., n
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Verdnderlichen x; ein Polynom mj-ten Grades ist, folgt aus der ein-
dimensionalen Bernstein-Ungleichung

LemMa 2.3, (Bernstein-Ungleichung): Fiir jedes trigonometrische Polynom
T., vom Grade m gilt

1D T3 < (ET ) 17 @11
i=1
HZT:«: |D* Tl < || T (2.12)
kl=r

Ist P,, = {T,y ; m" <mj}, so definiert man zu jedem fe X

E,(f) = inf {||f— Tll; Tow € Py} (2.13)

Gleichfalls mit ein-dimensionalen Methoden beweist man die Aussage des
Satzes von Jackson, die wir im folgenden Lemma die Jackson-Ungleichung
nennen wollen. Es lautet

Lemma 2.4. (Jackson-Ungleichung). Ist k = (ky, ..., k,) € W, dann gibt es
eine Konstante M(ky, ..., k,), so daf fiir allef€ X, m=(my, ..., m,) e R

Ef)< Mk, k) z ok, (my + 1)L £), @.14)

Ein Beweis dieser Ungleichung ist z.B. in [16, p. 273] zu finden.

3. EIN-PARAMETRIGE APPROXIMATION AUF DEM #-DIMENSIONALEN TORUS

Um die in {6] entwickelte Theorie anwenden zu kénnen, teilen wir die Menge
der trigonometrischen Polynome in eine Schar von linearen Riumen ein, die
nur noch von einem Parameter abhingen. Wir ben6tigen hierzu folgende
Definitionen.

DerNITION 3.1. Eine Funktion ¢: " — R! heiBt eine Gradfunktion, falls
es eine Konstante L > 0 gibt, so daf3
L lml| < ¢(m) < Liim| (ERY

fiir alle m e M. Hierbei sei |[m|] = max, ;< ,|m;|. Die Zahl ¢(m) nennen wir
den ¢-Grad von m.

DernitioN 3.2. Ein trigonometrisches Monom vom Grade m heiBit vom
¢-Grade s, falls ¢(m)=s. Ist s € HM"), so heildt jede Funktion, die aus
einer Linearkombination von trigonometrischen Monomen besteht, deren
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¢-Grad < s ist, ein trigonometrisches Polynom vom ¢-Grade s. Ein solches
Polynom bezeichnen wir mit 7.

Bezeichnen wir mit P, die Menge der trigonometrishcen Polynome vom
¢-Grade s, dann ist P, < P, wenn s < 5'. Es sei nun

E(f) = inf {||f-T,; T, € P;}. (3.2)
Da P, ein endlich-dimensionaler Raum ist, gibt es zu jedem f'€ X ein T*(f)
mit
E(f)=lf—T*I,

und aus (3.1) und (2.14) folgt fiir jedes fe X

lim E(f)=0.

8—>00
LemMA 3.1. Ist f € X, dann gibt es eine Konstante A,, die nur von r abhdngt,

so daf
E(f) <4y o(r, s+ 1)L, f). (3.3

Beweis. Ist s € (M), so wihle man m = ([L~'s], ..., [L~'s]).® Mit den
Bezeichungen von (2.12) haben wir

E() < M() 3, oGl + 170

< M(r)n-o(r, (Im]) + 174, 1).
Nach (2.6) und der Definition von m folgt
E(f) < M(r)-n-o(r, Ls™,f)
<M@E)(A + LA + s ) wlr, (s + 1)L 1),

Nach (2.1) gilt aber fiir alle m’ <m $(m’) < L|m’|| < Lim|| < s, da |[m|| < L~!s.
Deshalbist P, = P;und damit E(f) < E.(f).

Bezeichnen wir mit X den Raum aller f € X, fiir die D*fe X fiir alle
k € \" mit |k| = r, so wird X® unter der Norm

Wl =171+ >, EID (34

k]=r

zu einem Banachraum.

LemMMA 3.2. Ist f € X, dann gibt es eine Konstante A,, so daf

E(f) < A5 S Mlens (3.5)
und eine Konstante B,, so daf fiir alle T, € P, s # 0,
1Ty < BesTIIT . (3.6)

6Ista>0,s0sei[a]l =max {{eN;I<a).
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Beweis. (3.5) folgt unmittelbar aus (3.3) mit (3.4) und (2.10). Es bleibt also
nur (3.6) zu beweisen.

Unter der Menge aller m’ € R" mit ¢(m') < s gibt es ein m, fiir das |m]
maximal ist. Deshalb folgt fiir ein beliebiges 7, € P, nach (2.12) und (3.1)

7:—‘; I D* Tl < |m|" Tt < wllmlM| Tl < (L m) s"I T
[kl=F "

Daraus folgt mit (3.4) die Behauptung.

Wir stellen nun an ¢ die zusitzliche Forderung:
ist a e R\,m € N" mit a-m € R, so sei Pla-m) = agd(m). 3.7
Damit folgt nun

SaTZz 3.3. Geniigt ¢ den Bedingungen (3.1) und (3.7) und ist s € $(R"), dann
sind fiir « > 0 folgende Aussagen dquivalent:
(@) ELf)=0();
®) fe XD, r <o, [|f~ T e = O6");
(C) HTS*(f)H(p) = O(Sp—zx)’ p> o
@) K1 X, XP)=O0(*"),p > a;
(e) w(P: tsf) = O(ta)9p > o

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (a)—(d) ergibt sich aus Satz 1.1.
Nach (3.3) folgt (a) aus (e). Zerlegt manf € Xinf=f; + fo, mitf; € X,f> € X@,
dann gilt

olp,1.1) < lpy .1) + (p, 112
<2ifil+e > LIk

kl=p "
< 2°(1 A1l + 1l fallp)-

Deshalb ist nach der Definition von K(#%,f; X, X)) wlp,t,f) < 2° K. f;
X, X, und (¢) folgt aus (d).

Bemerkung. Satz 3.3. I4Bt sich mit einigen Modifikationen des Beweises auch
ohne die Bedingung (3.7) zeigen.

Die Bedingungen (3.1) und (3.7) werden von den Funktionen ¢,(m) =
Cr,m®)V?, 0 <p < o erfiillt, insbesondere natiirlich von der Funktion
¢(m) = |im]|. Eine groBe Klasse von Funktionen des verlangten Typs erhilt
man auf folgende Weise (siche auch [12]):

Es sei & eine kompakte Menge des R, die den Nullpunkt als inneren Punkt
enthilt und fiir die mit 0 < a < 1 und x & & folgt ax € K. Wir definieren

ba(m)=inf{d>0;medK}.
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Speziell im Falle

n 1/
R,,={x;(2 lxil") ‘< 1}, 0<p<o,
i=1
erhalten wir ¢g, (m) = ¢,(m).

4. MEHRPARAMETRIGE APPROXIMATION

Wir méchten nun Satz 1.1. in einer anderen Richtung verallgemeinern.
Es sei X ein Banachraum mit stetig eingebetteten Banachunterriumen
XM, ..., X, Wir betrachten den linearen Raum

X0: m X(i)>

i=1
der unter der Norm
1fllo= max (1S llxw

Igign

ebenfalls ein stetig in X eingebetteter Banachunterraum ist. Fiir jedes fe X
definieren wir das Funktional

Kt ot X, Xo) = inf{”fl“ + i:Zl Ll falxwsfr € Xofz € Xoof =11 +fz} .
@.1)

Wir fordern, daBl zu jedem m € " ein linearer Unterraum P,, < X, existiert mit
den Eigenschaften:

() PSPy, fallsm<m’;
(ii) P, = {0}, falls ein m; =0;7
(iii) Zu jedem f € X existiert ein T,,*(f) € P, mit
1= L™ = E(f) = Inf {| f— Toll; Top € Py
(iv) lim,,, E,(f) =0 fiir jedes f € X.®
Ferner sollen positive Konstanten 4, oy, ..., o, existieren, so daB fiir alle f € X,

E(f)<4 igl 7 flxo, “4.2)
und eine positive Konstante B mit
i; m; 7Y Tall x> < Bl Tl 4.3)

Wir bezeichnen (4.2) wieder als Jackson- (4.3) als Bernstein-Ungleichung.

7 Diese Forderung ist technischer Natur.
8 limy00 a2 = @ genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein N(e) gibt, so daB fiir alle m ¢ *
mitm; = N(e,i=1,....0, |an—ag| < e.
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Haben wir ein zweites n-Tupel von stetig in X eingebetteten Banachunter-

n
rdumen YO, ..., Y® mit P, < Yo=Y ® fiir allem e N", und gilt hierfiir
i=1

Em(f)<Ci:Zl m®| flyo,  f€ Yo, @2)
S M Tl < DITl, (4.3)

i=1
dann gilt der

SATZ 4.1, Ist oy < oy < py, i =1, ..., n, 50 sind folgende Aussagen dquivalent:

(8) Es existiert eine Konstante M\, so daf fiir alle m € R* mit m; # 0,
i=1,...,n

EAf)< M 3 my™;

(b) f e X,, und es existiert eine Konstante M, so daf fiir alle m € " mit
mi9é0,i=19 ey Py

n

2 O f = T*(xew < M, Z m;™;

(c) es existiert eine Konstante M, so daf fiir alle m e B* mit m, # 0,
i=1,...,n

Z m PN T (v < M3 Z m;%,

(d) -K(tla suey tn;f; Xa YO) < M4 Zj:l tj'll/pj-

Beweis. Wir zeigen erst, daB (b) aus (a) folgt. Dazu definieren wir &' =
(@', ...,a)), a;> 1, und mod' = (m;a,', ..., mya,’). Wihlen wir die a; so, daB
(a?t/a3’) < 1, dann folgt aus (4.3) unter Anwendung von (a)

!20 iiTZoam(f) - T::zoal(f)nx(i)
<B go(mi DN T moarsi () — Tinoa O
<2BaZmyi S af Epoul f)
=0

n o0
< 2Bafimf: 121 m57* (lzo {af i/aj-‘f)’).
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Wir kdnnen also eine Konstante M, finden, so daB
2 T oats i) = Toal Dllxo < Myn™' mft 3 my < oo,
- i

Da X ein Banachraum ist, konvergiert

L

> (Toarts(f) = Tmoalf))

=0

und da X stetig in X eingebettet ist, haben wir
3 Thoal) = Thoal I =1~ Tu*(f) in XO.
Deshalb ist f € X und wegen der Dreiecksungleichung fiir die Norm
Mo = Tl <7 My 5 .

Da das gewihlte i beliebig war, folgt Aussage (b).
Um (c) aus (b) zu beweisen, definieren wir fiir beliebiges a = (a,, ..., a,) mit
a;>1,j=1...,n,moa =([mai’}, ..., [m,a;']). Dann haben wir

L) = 3 Thoaf) = Thow-asf)

Ig % *
= IZO (Tmoa-—l(f) - Tmoa—(z+1)(f)),
wobei /, die groBte ganze Zahl ist, so daB Py,.q-, # {0}. Mit (4.3") erhalten wir

IT* (o < D 3 05 PIT i) — Thea-aso )

lo—1
<2D IZO [, a7 ¥ Epga—a () + 2D f .

Beriicksichtigt man, daB E,,i(f) = Epeat(f — Tmoas(f)), s0 erhiilt man mit
“4.2)

Io—1 n
IT* (N0 <2DA. 5 Imar' P 3. a5 P17 f = Tycararn Dl

+ 2Dl f].
Nach (b) folgt dann

lo—1 n
IT*(f)lyw < 2DAM, Zo [m; a;')e! 21 [m; a5+ 01 + 2D £
1= J=

1 n ® .
< - My'mf S my* 3 (afiad)
n J=1 1=0
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Wihlen wir die g; so, daB (a%/a%’) > 1, dann gibt es eine Konstante M mit
"
1T*(llyor < miin™" My Zl m;%.
j=

Da i beliebig war, folgt die Aussage (c).
Nun schlieBen wir von (c) auf (a) zuriick. Wir setzen &' = (2}, ..., 2') und
beachten, daB

Emoal(f) < Emoal+l(f) + Emoal(T:f:oaH-l(f))'

Dann 1duft der Beweis wie im eindimensionalen Fall.
Zum Beweis der Aquivalenz der Aussagen (a) und (d) beachten wir, daf3
fiir eine beliebige Zerlegung f=f, + f, mit f; € X, f, € ¥, nach (4.27)

En(f) < Eu(£) + B ) <|fill + C z 74 folyoo.

Deshalb folgt
E(f)<C' K(mi*™,...,m;"f X, Yo),

und (d) impliziert (a). Wiahlen wir aber andererseits die Zerlegung f=
(f=T.*(f)) + T*(f), so gilt wegen (a) und ()

KOs .o i3 £ X, Yo < I =¥l + 3 mio T (Pl

Wegen der Monotonie von K(¢4, ..., &,; f3 X, Yy) folgt daher (d) aus (a).

Bemerkung.® Es sei G(ty, ..., t,) eine auf X operierende Halbgruppe mit
G(ty, ... 1) =11%, Gi(2) und Gy(2,) eine Halbgruppe der Klasse €, mit dem
infinitesimalen Erzeuger 4;, i=1, ..., n. Erfiillen diese Halbgruppen die
Bedingung G,(t;) G,(¢t;) = G,(t;) Gi(¢)) fir alle i, j und setzt man X = X
wobei X der Raum D(A4}) unter der Norm || f ||, = max (| f]l, |A%f)) ist,
dann 148t sich das durch X@®--»™ =M X definierte Funktional
K, ..., t;;f)durch

K(tl, - tn;f; X’ X(rl, . .,?'n)) < M z Kl(fl;f; X’ X(l'l, .. .,rn))
Jj=1

abschitzen. !° Hierbed ist
K, H)=K(@©,...,0,¢,0,...,0; /).

9 Definitionen siehe [3].
19 Siehe [11].
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Andererseits gilt aber allgemein

12; Ki(ti’f) < nK(tla (] tn;f)'

Zur Anwendung von Satz 4.1 auf den n-dimensionalen Torus betrachten wir
den Raum X, der nun wieder wie in Abschnitt 2 definiert sei. X® = X9 sei
der Teilraum der f € X, fiir die 0" f]ox} = Diif € X. Wir normieren X“? durch

1/ Nlerp = max (| f1l, 1 D7 F1D) 44

und machen es so zu einem stetig in X eingebetteten Banachraum. Es sei
n
Xet.o " n X(n)
i=1

und P, der Raum aller trigonometrischen Polynome vom Grade m. Die
wichtigen Bedingungen (i), (iii) und (iv) sind fiir P,, erfiillt und wir haben nach
(2.14), (2.7) und (4.4) fiir jedes f &€ X @t » ™

En(f) <At .. 1) izl 17 f o (4.5)

Nach (2.11) haben wir fiir alle m € 3, fiir die m; #0, i=1, ..., n, die Un-
gleichung

_zl mi_”HTmH(n) < Z"HTmH,
d.h. die notwendigen Voraussetzungen zu Satz 4.1 sind erfiillt, und es gilt
SaTz 4.2, Ist r; < o; < p;, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

@) E)<M; > m;* firalemeRmitm#0,i=1,...,n;
i=1

(b) feX0-m™ und i mi | DE(f — T* () < M3 i m;*  fir
Jj=1 J=1
alle me N mit m;#0,i=1, ..., n;
© S mPIDATHOl< My S my® fir alle me® mit m#0,
s =1

i=1,...,n;

@) K(tys oo 103 f3 X, XO o0y < M, S g30000,
j=1

J=

n

(e) jél wj(P.i’ tj:f) < MS Z t.?j‘

J=1
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Wir brauchen nur noch die Aquivalenz der ersten vier Aussagen mit (¢)
nachzuweisen. Zunichst folgt (a) aus (e) nach (2.14). Fiir eine belichige
Zerlegung f=f, + f> mit f; € X, f, € X+ -+ 00 gilt nach (2.2) und (2.1)

7 n n
jgl wj(PJ's tjsf) < jgl wj(PJ's tja.fl} -+ jzl wj(pj, tjsff}.)

< 3 2+ 5 1Al

Letztere Ungleichung gilt nach (2.5) und (2.7) .Daraus folgt aber

n

iZI wlpptpf)< ( 21 2”)'K(tpl‘a e B X X O P,
i< =

Mit Satz4.2. und Satz 3.3. haben wir eine Ubertragung der Sitze von Zamansky
und Stedkin mit ihren Umkehrungen auf den n-dimensionalen Torus gefunden,
Und zwar entspricht die Richtung von (2) nach (b) dem Saiz von Steckin, die
Richtung von {a) nach (c) ist eine mehr-dimensionale Version des Satzes von
Zamansky. Die Richtung von (a) nach (e) entspricht der Aussage des Satzes
von Bernstein. Beim Beweis, daB Aussage (a) aus (e) folgt, benutzten wir
die Aussage des Satzes von Jackson fast in voller Schirfe wie sie durch
(2.14) gegeben ist. Jedoch 1Bt sich (wie in [11] gezeigt) fiir K(¢,,... t,.f) eine
Abschitzung der Form

K(tpll» o tﬁ"sf; X: X(pl’ o p,,)) < zl wi(Pis tisf)
beweisen, so dafl man (a) iiber (d) aus (¢) schlieBen kann, d.h. wir brauchen
die Jackson-Ungleichung nur in der Gestalt (4.5).

Setzen wir in Satz 4.2. oy =a, r;=r, p;= p, 50 kann man die Aussagen
dieses Satzes mit denen des Satzes 3.3. vergleichen. Wie man leicht sieht, sind
die Aussagen (a) beider Sitze gleich, wenn man in Satz 3.3 ¢(m) = |m|| wihit.
Dann sind aber auch die Aussagen (e) dquivalent. Ferner ist noch zu bemerken,
daB durch Aussage (¢) in Satz 3.3 die Definition der Rdume H{» von Nikolskii
[10], durch die Aussage () in Satz 4.2 diejenige der bekannten Réiume
B&L---® von Besov [2] gegeben ist. Interpolation zwischen X und dem
Sobolev Raum X im Sinne der Interpolationsmethode (Peetre, Lions-
Peetre) entspricht der Einfithrung der sogenannten “fraktionierten Sobolev-
Réume”. Interpoliert man mit Hilfe der Funktionale Ki(¢,f) zwischen X und
X - g0 erhilt man die Besov-Raume B$}: -+ - - Inbeiden Fillen kann
man fiir diese intermedidren Riume analoge Sitze vom obigen Typ erhalten,

Diese Arbeit wurde im Rahmen eines vom Landesamt fiir Forschung des Landes
Nordrhein-Westfalen geforderten Forschungsvorhabens angefertigt. Der Verfasser dankt
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dem Landesamt fiir die Erlaubnis, sie in dieser Zeitschrift zu verdffentlichen. Ferner weil3
er sich Herrn Prof. P. L. Butzer fiir viele helfende Ratschldge und Herrn Dipl.-Math, K.
Scherer fiir die kritische Durchsicht des Manuskriptes verpflichtet.!!
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